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Vgl

| det har kapitlet far du lara dig
° Mangdlarans notationer
» Utfora olika operationer pd mangder

* Rita venndiagram och anvanda dessa for att dra
slutsatser

° Begreppen permutation och kombination

* Metoder for berdakning av antalet kombinationer
och permutationer

¢ Anvanda binomialsatsen
* Egenskaper hos grafer
o Hitta Eulervagar och Hamiltoncykler

° Resonera kring grafteoretiska problem




1 Mangdlara och

AOL DI LG

an brukar séga att grafteorin
M borjade med problemet om
Konigsbergs sju broar (se s. 50)
som den schweiziska matematikern
Leonhard Euler formulerade i mitten av

1700-talet. Cirka hundra ar senare kom
fyrfirgsproblemet som lyder s& har.

Ténk dig att du har en karta, t ex dver
Europas linder eller 6ver Sveriges
kommuner eller helt enkelt en karta 6ver
en fantasivarld ritad pa ett plant papper.
Anta att du vill fargldgga kartan sé att tva
linder (eller kommuner) som gransar till
varandra (ldngs en hel gréanslinje) alltid
har olika farger. Hur manga firger behovs
det for att klara alla kartor?

I kartan 6ver Sverige ser du att det behovs
fyra farger, men fragan &r: racker fyra
farger for alla kartor? Problemet var olost
i 6ver hundra ar, men 1976 bevisade tva
matematiker verksamma i USA att fyra
farger ricker alltid. Deras bevis bygger

pé en omfattande analys av ett stort antal
olika fall med hjilp av dator.

Problemet kan reduceras till en enklare
figur - en sa kallad graf - dar varje fargat
omréde ersitts med en punkt, eller nod.
Om omradena grénsar till varandra,
illustreras detta med en linje, eller kant
mellan noderna.

mangd

delmangd
venndiagram

union och snitt
komplementmangd
permutation
kombination
binomialkoefficient
graf

noder och kanter

vagar och cykler
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1.1

1.1

MANGDER

MANGDER

Det finns ménga olika sorters manghorningar i figuren nedan: en triangel,
tvéd rektanglar, en femhorning och en sexhorning. Alla dessa figurer kan
sigas vara element i méngden av alla manghorningar.

Talen 1, 2 och 5 ér heltal. Med miangdldrans sprak sdger man att dessa tal ar
1
element i méngden av alla heltal. Talen 5 och /2 tillhér inte méngden av

heltal. De dr ddremot element i médngden av reella tal, vilket for dvrigt dven
1,2 och54r

@ DEFINITION: Mingd

En mangd definieras som en samling objekt.
Objekten i mangden kallas element.

Mingder brukas anges med versaler, dvs stora bokstéver, och elementen
med gemener, dvs smé bokstaver.

Det finns ménga symboler i méngdlaran. Om man vill ange att p ar ett
element i méngden A, skriver man

p € A (p tillhor méngden A)
och om man vill ange att g inte ér ett element i mangden A skriver man
q ¢ A (q tillhor inte méngden A).

Om man vill beskriva att mangden A bestér av alla heltal mellan 1 och 10
kan man skriva

A=1{1,2,3,4,56,78,9, 10l
Ett annat sétt att beskriva samma méngd ar
A={x:1<x<10,x€e Z}

Detta utlases "mangden av alla x, sadana att x ligger mellan 1 och 10 och
dér x dr ett heltal”.



EXEMPEL 1

¢) Mingden A bestér av alla 16sningar till ekvationen x* = 4.

d) Mingden B bestar av alla jamna heltal som ar storre dn noll.

e) Mingden C bestar av alla manghorningar med fler d4n tva och
farre 4n fem horn.

LOSNING

a) Ag K,be K
b) te R

) x*=4 gerlésningarna x =2 och x = -2.
Alltsa ar méngden A = {-2, 2}.

d) B=1{2,4,6,8,10,12, ...}
e) C = {trianglar och fyrhérningar}

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



Begreppen tom mangd, delmangd och grundmangd

Den tomma mdingden innehaller inga element och betecknas &.

Man kan konstruera en tom méngd p&d manga sitt.

Om A dr méngden av alla heltal som dr I6sningar till ekvationen
x> =2 sa dr A lika med tomma mingden, eftersom det inte finns
négon heltalslosning till ekvationen.

Om B dr en annan tom méangd, t ex méangden av alla negativa tal
iintervallet 1 < x <2, sd &r A och B samma mangd, den tomma
méngden.

Titta pa de tvd méngderna A = {4, 8} och B=1{2, 4,6, 8, 10}.
Vi ser att alla element som finns i mangden A ocksé finns i méngden B.
Vi siger da att A en delmdingd av B, vilket betecknas A  B.

Ibland kan det vara lampligt att tinka sig de férekommande
méngderna som en delméngd av en grundmdngd, som betecknas U.

Om vi sysslar med mangder dir elementen dr manniskor kan U
vara méangden av alla ménniskor pé jorden. Om elementen &r
reella tal kan det vara lampligt att U = R ar grundméngden.

A=1{2,4,6},B=1{2,3,4,5,6,7} och C={1,2, 3}
Galler det att

a) A dren delméingd av B?

b) Ciren delméngd av B?

LOSNING

a) Eftersom alla element i mdngden A dven ingér i mangden B
ar A en delméngd av B. Detta kan skrivas A C B.

b) Det finns ett element i mdngden C, elementet 1,
som inte ingar i mangden B. Dérfor ar inte C en delméngd av B.
Detta kan skrivas C  B.

1.1 MANGDER



1101

1102

1103

1104

1105

A={1,3,7,12} och B={1, 7}. Vilka av
foljande pastaenden dr sanna?

a) ACB b) BC A
¢c) 7€ B d) 15¢ A

Skriv med méngdsymboler

a) Talet 2 tillhor méngden av naturliga
tal.

b) Talet e tillhor ej méngden rationella
tal.

¢) De naturliga talen dr en delméingd av
de reella talen.

d) Den tomma mangden &r en delmangd
av de naturliga talen.

Léat K vara mingden av alla kvadrater, R
mangden av alla rektanglar, k, en kvadrat
med sidan 4 cm och r, en given rektangel.
Vilka av foljande pastaenden &r sanna?

a) r,€R
b) k &R
¢ KcR

d) Bade K och R ar delméingder av
miéngden av alla fyrhorningar.

Gor en lista pa elementen i foljande
méngder.

a) A={x:xe N,3<x<12}

b) B=
{x:xe N, xdr ett jamnt tal, x < 15}

¢) C={x:xdr ett primtal, x < 25}

Sétt in symbolerna € och ¢ istillet for
rutorna.

a) 6 1{1,4,5,6,7}

b) 15[ | {x: x ir ett primtal}

o) 8 [ ] {x:xarett komplext tal}

d) 3+18i[ | {x:xdr ett komplext tal}
e) 18[113,6,9,..}

1106

1107

1108

1109

1110

1111

1112

Ange alla element som tillhor bade
miéngden A = {x:x € Z, -1 < x < 10} och
méngden B={x:xe R, x<0}.

Vilka av nedanstdende méngder ar den
tomma méngden?

A={x:xe N,2x=3}
B={x:x€ R,3x =4}
C={x:xe R x*=-1}
D={x:xe C,x* =-4}

Vad ar det for skillnad mellan
att skriva 5 € N och {5} ¢ N?

Anvind skrivsittet {x : x...} for att ange
mangden {2, 4, 8, 16,...}.

Visa att A = {2, 3, 4} inte dr en delmdngd
av B = {x:x e N, xdr ett jamnt tal}.

Vilken méngd beskrivs har:

X={£:pquq¢0}?
q

Ange mangden B av alla reella tal b for
vilka mingden A = {x: x e R,
x* + 5x + b = 0} blir den tomma mingden.

TANKENGT 1

- P3 Hilberts hote((
finns odndligt manga rym
NUmrerade 1,23 '

Ho“tellet ar fu[[belagt. Tio nya
gaster anlinder och vill hay
varsitt rum, Hyr ska
man klara det?

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



Venndiagram

Ett venndiagram ér figurer som kan fortydliga mangdlaran.

(Venn var en engelsk matematiker som var med om att skapa méangdléran.)
Grundmaingden U illustreras i ett venndiagram med en rektangel och alla
delméngder av grundméngden som slutna figurer inom denna rektangel.

Med ett venndiagram kan vi tydligt illustrera méngderna

A=1{2,4,6},B=12,3,4,5,6,7  och C={1,2, 3}.

Man ser tydligt att A 4r en
delmdngd av B, men att C
inte dr en delmingd av A.

Om vi endast har tva méangder, A och B kan fyra fall intriffa,
vilket illustreras av f6ljande fyra figurer:

w
>

Alla element i A ingédr ocksa i B,
dvs A < B. Alternativt kan alla @

elementiBingdiA, dvs BC A.

Det finns element som tillhor N ¥
bade A och B. Men det finns

ocksa element i A som inte tillhor

B och det finns element i B som

inte tillhor A.

Det finns inga gemensamma
element i A och B. Médngderna
sags vara disjunkta.

1.1 MANGDER



Beskriv med hjélp av venndiagram de tre mangderna: méngden av alla
motorfordon, mingden av alla tvahjulingar och méngden av alla bilar.

LOSNING
tvahjulingar
bilar
motorfordon
\ J
1113  Rita venndiagram for mangderna 1118  Rita venndiagram for foljande fyra
A=1{0,2,4,6,8,10}, B={8, 10, 12, 15} mangder:
och C= {12, 15}. A: alla rektanglar

B: alla trianglar

1114  Rita venndiagram for mangderna:
C: alla kvadrater

miéngden av alla roda hus och méngden
av alla gula hus. Grundmangden kan vara D: alla rektanglar héjden 2 cm
méngden av alla hus.
1119  Mingderna A och B ér disjunkta. B ar
1115  Rita venndiagram for méngden av alla en delméingd av mangden C. Nagra av
bokstéver och mangden av alla vokaler. elementen som tillhor A tillhor dven C.
Beskriv situationen med ett venndiagram.
1116  Mingden N 4r mangden av alla naturliga

p )
tal. Vad skulle médngden A kunna vara? 1120 Vad menas med att tvd mangder -
ar disjunkta? Forklara med exempel.

N 1121 Nedan ser du tvd mangder.
@ A: Midn mellan 20 ar och 30 ar.

B: Arbetsldsa man.

1117  Ge exempel pd en méngd som ar disjunkt
till mangden
A=1{2,4,6,8,10,12, 14, ...}.

a) Ar dessa mingder disjunkta?

b) Tolka betydelsen av det skuggade
omradet.

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



Mangdoperationer

Union och snitt Lat oss studera tvd mangder
A=1{2,4,6}, B={1,2,3}

Mingderna A och B har ett enda element gemensamt, ndmligen talet 2.
Man séger da att snittet (skdrningsmdngden) av A och B ér 2.

Detta skrivs i symboler A N B = {2} och utldses A snitt B 4r lika med
méngden som bestar av talet 2.

Snittmdngden bestér alltsa av de element som finns i méngd A
och i méngd B.

Den streckade delen i figuren representerar A N B.

Tillsammans omfattar médngderna A och B talen 1, 2, 3, 4 och 6.
Man séger att unionen (foreningsmingden) av A och B ar dessa tal.
Uttryckt i symboler skriver vi

AUB={1,2,3,4,6}.

Detta utldses A union B ér lika med mingden av talen 1, 2, 3, 4, 6.

Unionmdngden bestér alltsa av de element som finns antingen i mangden A
eller i mingden B eller i bade A och B.

Den streckade delen i figuren representerar A U B.

1.1 MANGDER



o DEFINITION: Union och snitt

Dessutom vet man att 5 elever anvénder alla tre tjansterna och att
12 elever inte anvander nagon av dem.

Mingden av alla elever med Facebook betecknas F mangden av alla
med Instagram I och méngden av alla med Twitter T.

Hur ska man beteckna mingden av de elever som

a) anvinder bdde Facebook och Instagram?
b) anviander antingen Facebook eller Twitter eller bade och?

¢) Hur manga elever finns pa skolan?




1.1

MANGDER

LOSNING

a) Mingden av elever som anvénder bade Facebook och Instagram
ar snittet mellan mangderna F och I och betecknas F N I.

b) Hir avses unionen mellan mingderna F och T och betecknas
FUT.

¢) For att kunna svara pa fragan ritas ett venndiagram.

e
NE

I uppgiften anges att det dr 5 elever som tillhor alla tre mangderna.
Denna méngd ar snittet mellan méngderna E I och T.

47 elever tillhor bade F och I. Om man tar bort de 5 elever som finns
i alla tre méngder far man (47 - 5) = 42 elever som endast anvinder
Facebook och Instagram.

P34 motsvarande sitt far vi fram att 8 elever endast tillhor F och T,
medan 4 elever endast tillhor I och T.

Det anges i uppgiften att 61 elever tillhér méngden I. Av dessa drar vi
bort dem som édven tillhér nagon annan mingd. 61 - (42 + 5+ 4) = 10
elever tillhor alltsa endast I.

P& motsvarande sitt far vi fram att 3 elever tillhor endast T och 188
elever tillhor endast F. Vi noterar dven de 12 elever som inte tillhor
négon av mingderna F, I och T, men ddremot grundméngden
(méngden av alla elever i skolan).

Vi dr nu redo att summera ihop alla filt i venndiagrammet. Det totala
antalet elever i skolan dr: 5+ 8 + 4 + 42 + 3 + 10 + 188 + 12 =272

SVAR: a) FNI b) FUT c) 272 elever finns pé skolan.




Komplementmangd och differens

P4 en skola finns 1 200 elever varav 35 studerar spanska. Om dessa
35 elever bildar midngden A kommer alla &vriga elever att tillhora
komplementmdngden till A. Denna méngd innehaller alltsa

1200 - 35 =1 165 element.

@ DEFINITION: Komplementmingd

Tillsammans bildar en méngd och dess komplementmingd hela
grundmingden, A U A° = U.

Ytterligare ett begrepp som &r bra att kunna ér differens.

@ DEFINITION: Differens

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



Vad dr komplementméngden till A = {x: -4 < x < 6} om U =R?

LOSNING

Mingden A markeras pé en tallinje (streckad linje). Komplement-
méngden dr ovriga reella tal (markerad med heldragen linje):

/ /

Ca Ca

Komplementet ér {x: x < -4 eller x > 6}

\§

122 A=1{2,4,6,8,10} och 1125  Efter en gasolycka kom 77 hjdlpsokande

1123

1124

B=1{1,2,3,4,56,7,8,09}
Bestim A U Boch A N B.

A={x:-1<x<3}lochB={x:-3<x<1}
Bestaim A U Boch A N B.

Rita av venndiagrammet och skugga

A
SN

a) AnNBnNnC
b) AUB)NC
¢ B\(AuUB)
d) (AUBUCQ)

1.1

MANGDER

till sjukhuset. 49 personer hade andnod
och 38 personer klagade pd huvudvirk.
Sjukvardspersonalen bedémde att
patienter med endast huvudvirk skulle
tillfriskna pa egen hand. Patienter med
andnéd var i behov av normal vérd.
Endast patienter med bédde andndd och
huvudvirk kravde specialisthjilp. Hur
manga patienter kravde specialisthjalp?

1126 Bestim komplementméngden till
A={xe R:x<5}om U=R?

1127 Bestaim komplementméngden till
A={xe Z:x>4tom U=7?

1128 SattA={1,2,4,5,9, 11},
B={2,5,9,17,21} och
C=1{5,9,11, 13, 17}. Bestim

a) AnBNnC
b) AuBuUQOQO)
¢ AuUBNC)
d) ANnB)UANQC)




1129  Pa en allergiklinik fanns 40 patienter.

1132
16 personer var gluten-intoleranta,

18 laktosintoleranta och 17 damm-
allergiska. 2 personer hade alla tre
akommorna, 7 tilde varken gluten eller
laktos, 6 talde inte gluten och damm

och 5 tilde inte laktos och damm.

De aterstaende patienterna hade dnnu inte
fatt ndgon diagnos. Hur manga var de?

1133

1130 Antalet element i midngden A
betecknas |A|. Man kan visa att
|A U B| = |A| + |B| - |A N B|. Forklara
varfor termen |A M B| maste dras bort. 1134
1131 Beskriv med symboler den skuggade

delen av venndiagrammen.

1135

A
4%

Vilka av foljande utsagor ar sanna?

a) (A°) ' =a
b) ANA“=U
0 AUA“=0Q

d) (AUB“=A“NB°
e) (AnB)“=A“UB°

Pa en skola gillar 70 % av eleverna
hamburgare och 60 % gillar pizza.

50 % gillar bade hamburgare och
pizza. Hur ménga procent gillar varken
hamburgare eller pizza?

Av 2 000 personer har 80 hogt blodtryck.

85 % av dem som har hogt blodtryck, och
60 % av dem som inte har hogt blodtryck,
dricker alkohol. Hur manga procent av dem
som dricker alkohol har hogt blodtryck?

Visa med hjilp av venndiagrammet att
a) ANBUC)=(ANBUANCQC)
b) AuUBNC) =(AuB N(AuUQ)

Vem rakar barberaren?

Bertrand Russell (brittisk filosof och matematiker)
formulerade 1901 en paradox om mangder,
som kan beskrivas som barberarens paradox:

| en stad finns endast en barberare. Han rakar alla dem
som inte rakar sig sjélva (men han rakar inga andra).
Rakar barberaren sig sjalv?

Om han inte rakar sig sjalv, sa tillhér han méngden av
dem som han rakar. Om han rakar sig sjalv, sa tillhér han
inte mangden av dem som han rakar. Det blir alltsa en
pinsam mots&gelse som visar att man maste vara forsiktig
nar man definierar vad man menar med en mangd.

Russels paradox hade stort inflytande p& matematiken
och logiken under forsta halften av 1900-talet.

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



HITTA SAMBAND

Om méngden A bestar av ett dndligt antal element (dndlig miangd)
betecknas antalet element i A med |A| (kallas kardinaltalet
eller maktigheten for A).

OmtexA=1{2,3,57}sdir|A|l =

Nedan ser du négra utvalda méngder A och B.

I 7 T N B

A={2,3,5 7, B={25,8,9 12}
A={1,5,8,13,15}, B={1, 4, 8,12, 15, 20}
A={1,2},B=1{1,2,3}

A={2,6,10, 14,18, 20}, B=1{2, 10, 8, 18}

« Vilj sjélv ytterligare tva méngder A och B och fyll i tabellen.
- Formulera ett samband mellan |A], |B|, |ANB| och |AU B|.

« Visa/motivera detta samband genom att rita ett venndiagram.

Nu skall du undersoka motsvarande samband
da du har tre méngder A, B och C.

I 8 1 R

« Vilj sjilv ytterligare ndgra mangder A, B och C och fyll i tabellen.

+ Formulera ett samband mellan mangderna.

« Visa/motivera detta samband genom att rita ett venndiagram.

1.1 MANGDER




1.2 REPETITION AV SANNOLIKHETSLARA

Begrepp i sannolikhetsldran:

o Slumpmaéssigt forsok. Ett forsok dar man inte pa forhand kan
forutsdga vad som ska intriffa da det upprepas.

o Utfall. Ett mojligt resultat i ett slumpmassigt forsok.
o Utfallsrum. Mangden av utfall i ett forsok.

¢ Handelse. Ett utfall eller unionen av flera utfall i ett slumpmassigt
forsok.

* Komplementhindelse. Mangden av de utfall som inte ingar i en
given handelse utan ar de utfall som finns i resten av utfallsrummet.

Ett exempel pa ett slumpmassigt forsok ar att singla samma mynt
tvd ganger. Detta 4r samma sak som att singla tva mynt samtidigt,
forutsatt att mynten dr identiska.

Utfallsrummet ar i detta fall (krona, krona), (krona, klave),
(klave, krona) och (klave, klave). Har skrivs utfallet vid forsta
kastet forst och det andra sist.

2:a kastet
Observera att utfallsrummet kan ses A

som en méngd, vars element ar de klave
olika utfallen. Bilden till hoger
illustrerar detta forsok.

krona i

Den markerade hindelsen ar
“minst ett mynt visar krona” och 1:a kastet
blir till en delméngd av utfallsrummet. krona klave

>

Nir alla utfall 4r lika sannolika (till exempel
vid kast med symmetrisk tarning), har vi en likformig
sannolikhetsfordelning. Sannolikheten kan dé berdknas enligt f6ljande:

o DEFINITION: Sannolikhet vid likformig sannolikhetsfordelning

antalet gynnsamma utfall
antal majliga utfall

Sannolikheten for en handelse =

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



Sannolikhet och mangdlara

MOTIVERING:

MOTIVERING:

Med mingdlarans terminologi formulerar vi tre satser.

o SATS: Sannolikhetslarans additionssats

P(A eller B) = P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)

Anta att hindelse A = { 5, 6} betyder att fa minst en femma vid ett
tarningskast och hindelse B = {1, 3, 5} betyder att fa ett udda tal vid ndsta
kast. Da far viatt AU B={1, 3, 5,6} och AN B = {5}.

Detta ger att PLA\U B)=4/6 0ochP(ANB)=1/6.
Resultatet stimmer bra med satsen eftersom

p(AuB):p(A)+p(B)—p(AmB)=%+3—l=3.

Vid summering av sannolikheten for tva handelser méste man alltsa
subtrahera snittet annars “rdknas det tva ganger”.

Om hindelserna dr disjunkta, alltsd A N B = J, kan satsen forenklas till
P(A U B) = P(A) + P(B).

@ (0 oo

o SATS: Multiplikationsprincipen for tva oberoende hidndelser

P(A och B) = P(A A B) = P(A) - P(B)

P(A M B) betyder sannolikheten att i forsta kastet sla minst en femma och i

andra fa ett udda poingtal vilket blir 2 . % = % vilket stimmer bra.

o SATS: Sannolikheten for en komplementhdndelse

P(AC) = 1 - P(A)

Vid kast med tdrning ér t ex sannolikheten for “att fd en sexa” 1/ 6 och
sannolikheten for komplementhandelsen “att inte fa en sexa”
1-1/6=5/6.

1.2 REPETITION AV SANNOLIKHETSLARA




Rita utfallsrummet vid kast med tva tarningar och bestim
sannolikheten att fa poangsumman 7.

LOSNING
A Kast med tva tarningar
Utfallsrummet ritas. 6
5
o 4
£
c
=3
ﬂ
.. . 2
Den inringade delen ar utfallen
i den aktuella handelsen. I
U T T T T T T ;
Antalet gynnsamma utfall &r 6 st. 0 1 2 3 4 5 6

Tarning 1

Antal majliga utfall ar 36 st.

6 1
Sannolikheten att f summan 7 ar alltsa % = g .

1
SVAR: Sannolikheten ar g .

I en vaderprognos siger man att det &r 30 % risk for regn pa lordagen
och 20 % risk for regn pa sondagen.

a) Hur stor ar risken att det regnar béde pé l6rdag och pa séndag?

b) Hur stor ar risken att det regnar pa lordag eller sondag?

LOSNING
Héndelse A: regn pa lordag, P(A) = 0,30.
Héndelse B: regn pa sondag, P(B) = 0,20.

a) P(AochB)=P(ANB)=P(A)-P(B)=0,3-0,2=0,06=6%

b) P(Aeller B) = P(Au B) = P(A) + P(B) - P(AN B) =
=0,2+0,3-0,060=0,44=44%

SVAR: a) 6% b) 44 %
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Sannolikhet vid forsok i flera steg

Om ett forsok upprepas kan man ibland ha gladje av att rita ett
traddiagram. Detta ér fallet om man vill veta sannolikheten
att fa tre klave om man kastar 3 mynt.

klave

For att komma fram till resultatet kan du resonera pa tva
principiellt olika satt:

1. Det finns 8 olika utfall i utfallsrummet. Fran vanster i tradet ar de:
((klave, klave, klave), (klave, klave, krona), (klave, krona, klave),
(klave, krona, krona), ..., (krona, krona, krona)).

1
Eftersom alla ar lika sannolika, har vart och ett av utfallen sannolikheten g .
2. Ivarje steg dr sannolikheten for de bada utfallen lika.
1
Sannolikheten for ett av de tva utfallen ar .
Enligt multiplikationsprincipen for sannolikheter blir sannolikheten
for vart och ett av utfallen vid tre kast 5 . 5 ===

Multiplikationsprincipen ér dven anvindbar dd vi inte har
likformig sannolikhetsférdelning.

Vi tittar pa ett fall med slantsingling med ett skevt mynt:

1.2 REPETITION AV SANNOLIKHETSLARA



Ett skevt mynt ger klave med 60 % sannolikhet.
Bestdm sannolikheten att vid tre kast med det skeva myntet fa

a) klave vid exakt ett kast?
b) fa hogst tva klave?

LOSNING

Traddiagram for forsoket:

Mynt 1 Mynt 2 Mynt 3

klave, 0,6 - 0,6 - 0,6

MEve, 06 - U krona, 0,6 - 0,6 0,4

klave, 0,6 -
klave, 0,6

krona, 0,6 - 0,4 krona, 0,6 - 0,4 - 0,4

klave, 0,4 -

krona, 0.4 Meve, 04 - 08 krona, 0,4 - 0,6 - 0,4

klave, 0,4-0,4 -0,

krona, 0,4 - 0,4 krona, 0,4 - 0,4 - 0,4

a) Med hjilp av traiddiagrammet kan man konstatera att det finns
3 olika stt att fa klave en gang, namligen i forsta, i andra eller i
tredje kastet. Sannolikheten f6r var och en av dessa utfall 4r
0,60 - 0,40 - 0,40 = 0,096.

Den sokta sannolikheten ar 3 - 0,096 = 0,29.

b) Komplementhindelsen till hogst tva klave ar tre klave.
(Tillsammans utgér de hela utfallsrummet).
Sannolikheten for tre klave 4r 0,60 - 0,60 - 0,60 = 0,216.

Sannolikheten f6r hogst tvd klave dr da 1 - 0,216 = 0,784.

SVAR: a) Sannolikheten ar 0,29 b) Sannolikheten dr 0,784
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1201

1202

1203

Du drar ett kort ur en kortlek. Hur stor ar
sannolikheten

a) attdu far ett ess?

b) att du far en spader?
¢) attdu far hjarterdam?

En slumptalsgenerator visar slumptalen
0-999. Hur stor ar sannolikheten att
generatorn visar

a) ett ensiftrigt tal?
b) ett tvasiffrigt tal?
o) ett tresiffrigt tal?

Du kastar tvé tdrningar. Hur stor ar
sannolikheten

a) att siffersumman blir 62

b) att siffersumman blir hogst 62

¢) att siffersumman blir &tminstone 4?
d) atten av tdrningarna visar 3?

e) att minst en av tdrningarna visar 3?

f) attingen av tirningarna visar 3?

1.2 REPETITION AV SANNOLIKHETSLARA

1204  Hur stor ar sannolikheten att vid tre kast

1205

1206

med ett symmetriskt mynt fa
a) exakt en klave?
b) ingen klave alls?

¢) minst en klave?

Bestam sannolikheten att vid tre kast med
ett skevt mynt fa

a) krona vid exakt ett kast?
b) fa minst en krona.

Det skeva myntet ger krona med
70 % sannolikhet.

Ett symmetriskt mynt singlas fyra gdnger.
Rita ett traddiagram for forsoket och
besvara foljande frégor med hjélp av detta.

a) Hur manga utfall finns det som ger
tva klave?

b) Hur stor ar sannolikheten att fa tva
klave?

¢) Hur stor dr sannolikheten att fa minst
tva klave?



1207

1208

1209

1210

En skytt traffar mitt i prick med sanno-
likheten 0,85. Han skjuter tre skott i foljd.
Hur stor dr sannolikheten att

a) alla tre skotten traffar mitt i prick?

b) tva av skotten traffar mitt i prick?

¢) minst ett av skotten tréiffar mitt i prick?
Ur en vil blandad kortlek -
plockar Jerker ut fem kort.

Tre av dem dr hjérter. Jerker sldnger de
tva andra och plockar ut tva nya kort ur
kortleken. Han pastér att eftersom det
finns fyra farger ar sannolikheten for att

11
fa tva hjarter till —-—=0,06.
4 4

Har Jerker ratt?

Man viljer slumpmassigt ut en elev i
en viss arskurs och tittar pa betyget i
kurserna fysik 1 och i matematik 1.
Vi antar att

sannolikheten for att fa A i
matematik 1 (handelse B) ar 0,07.
sannolikheten for att fa A i
fysik 1 (hdndelse C) ar 0,06.
sannolikheten att fi A i baida damnena
(BN C) ar 0,04.

Berdkna sannolikheten for foljande

handelser

a) Atminstone ett A (BuU C).

b) Inget A.

¢) Aidetenaamnet, men inte i det
andra.

Vid tillverkning av en viss produkt kan

tvd olika fel upptrada. Fel A och Fel B.
Sannolikheten for att en slumpvis utvald
produkt har fel A &r 0,008, fel B 0,015 och
béda felen 0,003. Berdkna sannolikheten for

a) minstettfel.  b) inget fel.

c) exakt ett fel.

1211

1212

1213

1214

For tva sannolikheter A och B ér det givet
att P(A) = 0,7, P(B) = 0,8 samt att
P(A U B) =0,9. Bestaim P(A N B).

Har du ndgon gang sttt pa en -

kompis nagonstans och ténkt:
”Vilket sammantraffande”?

Om chansen dr 1 pa N att nagot skall
intréffa och vi upprepar detta forsok
N ganger (man upprepar alltsa ett forsok

1
med sannolikheten N’ N génger)
ar chansen att hindelsen aldrig skall

i ( 1 )” 1
intraiffa | 1-— | =-=0,37.

N e
Detta innebir att chansen att handelsen
intraffar minst en gang ar
1-0,37=0,63 =63 %!
Om chansen att vinna 5 miljoner pa
lotto 4r 1 pa 4 miljoner sa har du
63 % chans att vinna om du spelar
4 miljoner ganger.

N
Forklara uttrycket (1 - %) .

Ur en kortlek drar du 5 kort, varav tva ar
ess. Du sldnger de tre 6vriga korten och
tar tre nya. Hur stor ar sannolikheten att
du far fyrtal?

I en klass pa 25 elever gors foljande
experiment. Var och en av eleverna far
véljaettavtalen 1, 2, 3,4, ..., 99, 100
och skriva upp pa en lapp. Ingen far
veta vad de andra skrivit. Hur stor dr
sannolikheten att &tminstone tva elever
véljer samma tal?

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



1.3 KOMBINATORIK

| sannolikhetsldra ar man ofta intresserad av antalet sdtt som elementien
méngd kan ordnas och pa hur manga sétt de kan viljas eller kombineras.
Studiet av detta kallas for kombinatorik.

Multiplikationsprincipen

Anta att du ska kld dig och den synliga delen av din kladsel ar skjorta, byxor
och skor. Du har 4 rena skjortor, 3 rena byxor och 3 lampliga par skor.

Du bestimmer dig for att starta med skjortan. Eftersom du har 4 att vilja
bland kan valet ske pa 4 sitt. Dags for byxorna. De kan viljas pa 3 sitt.
Slutligen skorna som kan viljas pa 3 sitt.

Antalet sitt att vélja dr4 - 3 - 3 = 36 sitt.

Om du inte ar riktigt 6vertygad ritar du ett traddiagram for att se att du forst
far 4 grenar (skjortan). For var och en av dessa far du i nésta steg 3 grenar
(byxorna) och slutligen 3 grenar (skorna) for var och en av de tidigare 12.

I ovanstdende exempel anvédnder vi oss av multiplikationsprincipen for
kombinatorik. Enligt denna multipliceras antalet méjligheter i de olika
stegen fOr att ge det totala antalet mojligheter.

( N\

Nummerskyltarna pa vara bilar bestar av forst tre bokstaver och sedan
tre siffror. Hur manga mojliga kombinationer av bilnummer finns det?
Du kan utga fran att det anvands 25 bokstéaver och de far forekomma
mer an en gang. Sifferdelen far inte innehélla enbart nollor. Du kan
ddremot bortse fran att vissa bokstavskombinationer censureras bort.

LOSNING

P4 den forsta platsen kan 25 olika bokstéver placeras. For var och en av
dessa kan 25 bokstdver placeras pa andra platsen. Samma giller tredje.

Bokstiverna kan placeras pa 25’ siitt.
P4 motsvarande sitt kan siffrorna viljas pa (10’ - 1) sitt = 999 sitt.
Antalet méjliga skyltar blir 25° - 999 = 15 609 375.

SVAR: Antalet kombinationer ar 15 609 375 st.

1.3 KOMBINATORIK



1301

1302

1303

1304

1305

Marie har 6 kjolar, 5 blusar och 2 skrp.
Pa hur méanga sitt kan hon vilja att kld sig
med dessa kldder?

En rad pé stryktipset bestar av 13 matcher.
For varje match kan man vilja 1, X eller 2.
P4 hur ménga sdtt kan man tippa en rad?

Du ska skapa ett 16senord som inleds med
fyra bokstéver (antingen versaler, eller
gemener) och avslutas med tva siffror.

Du fér vilja pa 26 st versaler, 26 st
gemener och 10 st siffror. Hur manga
kombinationer av koder kan du vilja pa?

Flera grupper ska redovisa sina projekt-
arbeten. De funderar 6ver pa hur manga
sitt detta kan ske. Redovisningen far
ske genom att en person beréttar eller
tva personer samtalar. Bilderna kan
visas med hjilp av en ppt-presentation,
overheadvisning eller teckningar pa
tavlan. Utvdrderingen av redovisningen
kan ske genom en enkdt eller genom en
diskussion. Utvdrderingen &r en del av
redovisningen. Pa hur manga sitt kan
redovisningen ske?

Hur manga bokstavskombinationer (med
1 till 4 bokstaver) kan du skapa med
brickorna P, O, S och T?

1306

1307

1308

Hur ménga vanliga svenska registre-
ringsskyltar finns det som innehéller
bokstiverna B, L, M och siffrorna 0, 3, 8?

B MLB 803

I figuren nedan betecknar varje vit linje
en gata i en rektanguldr stadsdel. Den
roda linjen visar pa ett sdtt att ta sig fran
det ovre vanstra hornet (P) till det nedre
hogra hornet (Q). Pa hur manga sitt kan
man gé fran punkten P till punkten Q om
man begrénsar sig till att aldrig g& norrut
(uppat i figuren)?

Du viljer ett sjusiffrigt tal. Vad ar sanno-
likheten att talet inte innehaller en trea?




Permutationer

Anna, Benny och Camilla gar samtidigt in genom dérren pa ett
postkontor och ska stélla sig i k6 vid den enda kassan. P4 hur manga olika
satt kan den ko de stiller sig i se ut?

o En tdnkbar kdordning ar A, B, C (dvs forst Anna, sedan Benny
och sist Camilla). En annan majlighet dr A, C, B. Nu finns det inte fler
alternativ med Anna forst.

« Om Benny star forst kan du pd motsvarande sitt placera de bada
ovriga pa 2 satt. Mojliga ordningar ar B, A, Coch B, C, A.

o Slutligen med Camilla forst ar tva koordningar moéjliga:
C,B,AochC, A, B.

Det finns inte fler mojligheter. Det gar alltsa att ordna kon pa 6 sitt.

Om ménga element ska ordnas ér det orimligt tidskravande att rakna upp
antalet mojliga satt. Du kan istéllet resonera sa har:

Det finns tre stycken platser i kon. Pa hur manga sitt kan du vilja den
person som ska sta forst? Uppenbarligen ar detta antal 3 (A, B eller C).

Nu ska du placera den andra personen i kon. Hur ménga personer finns att
vilja pa? Oavsett vem som valdes pa forsta platsen finns det 2 kvar att vilja.
For vart och ett av de 3 ursprungliga sétten finns det nu 2 valmoéjligheter.
Antal olika mojligheter ar alltsa 3 - 2. Kvar finns 1 plats men ocksa bara 1
person. Valet av person till den aterstaende platsen kan alltsé ske pa 1 satt.

Totala antalet sdtt att ordna de 3 personernadr3-2-1=6.
Man kan istéllet sdga att det finns 6 varianter eller permutationer.

Du inser formodligen att detta kan generaliseras.
Fyra personer kan ordnas pa 4 -3 -2 - 1 = 24 olika sitt.

@ DEFINITION: n-fakultet

Allmant galler for alla heltal n > 0 att antalet
satt att ordna n element ar

ne(=1)-(n=-2)-..-3-2-1.

Detta tal kallas n-fakultet och skrives n!

Av praktiska skl gors en tilldggsdefinition att 0! = 1.
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r? N\
Berikna a) 5! b) 10!
LOSNING

a) 5!1=5-4.3.2.1=120

b) 10!=10-9-8-7-6-5-4-3-2-1=3628800
\ J

r? )

P& hur manga olika satt kan 10 personer stélla sig i en ko?

LOSNING

Vi ser personerna som tio element som ska ordnas. Antalet sétt att
gora detta dr 10!, vilket vi frén exemplet ovan vet dr 3 628 800 sitt.
\ J

I en klass med 15 elever ska viljas en styrelse bestdende av 3 personer.
De ska ha olika uppdrag, en ordférande, en sekreterare och en kassor.
Samma person kan inte ha mer &n ett uppdrag.

P& hur ménga sitt kan valet ske om man forst véljer ordférande, sedan
sekreterare och till sist kassor?

Det forsta valet kan ske pa 15 olika satt. Sedan detta val skett finns det
14 personer kvar att vilja bland. Alltsa kan nésta post beséttas pa 14 olika
satt. Slutligen kan det sista valet ske pa 13 olika sitt.

Antalet sétt att vélja ar alltsa 15- 14 - 13 = 2 730.

Man sédger att antalet permutationer av 3 element valda bland 15 element ar
15-14-13 =2730.

Att ordningsfoljden dr viktig forstar du av det skilet att valet forrattas till en
viss post. Vi viljer inte bara ut 3 personer bland 15, utan valet sker for en
viss uppgift.

Uttrycket 15 - 14 - 13 innehaller 3 faktorer dé 3 element viljs (bland de

15). I engelsksprakig matematiklitteratur betecknas detta uttryck ofta 15P3
eller mera generellt nPr. Da ska r element viéljas bland 7 i en viss ordning.
Skrivsittet kan vara bra att kdnna till vid anvdndning av digitala hjilpmedel.

Antalet permutationer av r element valda bland n element kan allmént
skrivas

n-(n-1)-n-2)-...-(n-r+1)

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



Viserattforr=30ochn=15blir(n-r+1)=15-3+1=13.
Antalet permutationer berdknas alltsa som 15 - 14 - 13.

o SATS: Antalet permutationer av r element

valda bland n element ar

n-(n=-1)-(n-2)-...-(n-r+1)

Det gar att skriva om uttrycket 15 - 14 - 13 genom att skriva det
som ett brak och forldnga det med 12!

15-14-13-12! 15!

15-14-13= =
12! 12!

o SATS: Antalet permutationer av r element

valda bland n element kan skrivas

n-(n=-1)-(n-2)-...-(n-r+1)=

_ n~(n—1)-(n—2)~...-(n—r+1)-(n—r)!= n!
(n—r)! (n—r)!

Ur en kortlek innehallande 52 kort valjs slumpmassigt 5 kort.
Pa hur ménga olika sétt kan urvalet se ut om vi forutsatter att det
dragna kortet

a) inte stoppas tillbaka och vi tar hinsyn till i vilken ordning korten
dras?

b) stoppas tillbaka innan nésta dras?

LOSNING

a) Antalet satt att vélja de 5 korten dr 52 - 51 - 50 - 49 - 48 =
= 311875200

52!
(Alternativ berdkning: % =311785200)

b) Om alla kort ar valbara hela tiden sa ar antalet mojligheter
52° = 380 204 032
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1309

1310

131

1312

1313

Vilj nu istéllet slumpmassigt 13 kort av kortlekens 52 kort.

a) Pahur manga olika sétt kan detta géras om vi tar hansyn till
ordningen?

b) Hur stor ar sannolikheten att du drar korten i ordningen
2,3, 4, ..., knekt, dam, kung, ess i en och samma farg?

LOSNING

a) Antalet permutationer av 13 element valda bland 52 element ar
52! 52! .
——=—-=3,95-10
(52—-13)! 39!

b) Utfallsrummet utgors av alla permutationer i a). De gynnsamma
utfallen ér fyra (en for varje fiarg). Sannolikheten blir alltsa

~1,01-107
52!/ 39!
\ J
Berikna 1314 Berdkna
7! 8! 12!
a) 7! b) 3 a) b)
' (8-3)! (12-1)!
) 12! d) 250! ) 5! d 4!
9! 247! Y (54 (4—2)12!
Pih . .
bzksliérivlzl:r?agell s; tt3kzn 5d(l)lc(})1rg? a 1315  Beridkna pa hur médnga sitt man i ordning
e ' kan vilja ut 9 element bland 15.
For vilka n € N édr »n! > 1 000 000?
1316  Pa hur manga sitt kan man bilda en ko av
Stimmer det att 8 (ﬁ)' ? fyra personer?
4! 4
Skriv ett uttrvek for antal sitt du kan 1317 P& hur ménga sétt kan man bilda en ko av
ordna 52 kor?: fyra personer ur en grupp pa 10 personer?
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1318

1319

1320

1321

1322

P4 en julfest har man 10 julklappar, som
ska delas ut sa att 8 personer ska fa var
sin julklapp. De éterstaende 2 bevaras till
ett annat tillfalle. Hur manga varianter pa
julklappsutdelningen finns det?

Tréanaren for svenska stafettlandslaget

i skidor skall vilja ut ett lag med fyra
personer. Han har 6 &dkare att vilja pa.

a) P4 hur manga sitt kan han sétta ihop

stafettlaget om hénsyn tas till vem
som kor de olika strackorna?

b) Vitdnker oss nu att tranaren har
bestamt sig for vilka 4 som skall aka.
Hur manga majliga laguppstéllningar
finns det?

Jamfor n! med 2". For vilket eller vilka
varden pa n ar n! storre dn 2"?
Kontrolleraforn=1,2, 3,4, ....

Varfor ar alla n! delbart med 10 for n > 4?

Vad av foljande ér sant for alla n?
a) (m)!= !y’

by n'(n+1)=(mn+1)!

o nl=mn+1)-n+1)

1.3 KOMBINATORIK

1323

1324

Hur ménga delméngder med tva element
finns av mingden A = {1, 2, 3, 4, 5}?
Observera att elementen i mangder inte ar
ordnade. Man skiljer med andra ord inte
pé mingderna {1, 2} och {2, 1}.

Till din bil finns det fyra sommardéick
och fyra vinterdédck. Du skall byta

till vinterdéck och placerar dem péa
slumpmassigt valda platser. Hur stor ar
sannolikheten att vinterdacken hamnar

1325

pd samma plats som forra éret?

Nedan ser du tre utrakningar.
Formulera ett kombinatoriskt
problem till varje utrakning.

A: 6!=720
B:6-5-4=120
C:6°=216

1326

1327

1328

Pé schackbriadet ar atta bonder
utplacerade sa att det inte star tva bonder
i samma rad, varken lodritt eller vagritt.
Pa hur manga sitt kan man viélja ut de atta
rutor som bonderna skall stéillas pa?

Hur ménga ord (behover ej vara
“riktiga ord”) kan du bilda av bokstéverna
M, A, T, T, E?

Kan man vid berdkning av antal permuta-

tioner av fem element valda bland fem
n!

?

(n—r)"

element anvinda uttrycket



Kombinationer

Nu dr det dags att pa nytt studera klassen med 15 elever ur vilken
3 stycken ska viljas. Men nu ar det inte ldngre viktigt i vilken ordning valet
sker. Det dr bara av intresse att se vilka tre personer som ar utvalda.

For att underlatta forstaelsen studeras forst ett enklare fall dér alla
mojligheterna kan riknas upp. Av de 4 elementen A, B, C och D ska
3 véljas ut. P4 hur manga sitt kan det ske om vi bortser fran
ordningsfoljden vid urvalet?

Det finns totalt 4 - 3 - 2 = 24 permutationer av de 3 elementen som véljs
bland 4, namligen:

ABC ACB BAC BCA CAB CBA

ABD ADB BAD BDA DAB DBA

ACD ADC CAD CDA DAC DCA

BCD BDC CBD cDB DBC DCB
Men som du ser dr de som star pa samma rad identiska om ordningsf6ljden

ar oviktig. Pa forsta raden star bokstaverna A, B och C, pa andra A, B och
D, tredje A, C och D och den sista B, C och D.

Det finns tydligen 4 olika mojligheter.

Om du studerar en enskild rad, vilken som helst, s& ser du att pa den finns
de 6 permutationerna av de 3 elementen. Tre element kan ordnas pa 3! = 6
olika sitt.

Antalet mojligheter reduceras med andra ord med en faktor 6 eller
annorlunda uttryckt med det antal sitt som de tre elementen kan ordnas.

4-3-2
Berikningen kan skrivas I

Dags att atervanda till klassen med 15 elever. Oberoende av ordning kan
3 elever viljas pa

15-14-13 _15-14-13-12! 15!

= =455 sitt.
3! 3!1-12! 3!1.12!

Man séger att det finns 455 kombinationer da man bland 15 element
valjer ut 3.

15
Det finns en beteckning for detta. Den dr ( 3 ) och utldses 715 6ver 3”.

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



n !
Vi infor beteckningen =— " forr=01,..n
rl-(n—r)!

o SATS: Antalet kombinationer av r element

valda bland n element ar

ni_ n!
r) rt-(n-r)!

I engelsksprakig matematiklitteratur bendmnes detta med nCr
(C f6r Combinations). Sa betecknas det ofta ocksa pa riknaren
och andra digitala hjalpmedel.

[ EXEMPEL1

7
Berakna (4] utan raknare.

LOSNING
7 7! 7! 7-6-5-4-3:2-1  7-6-5
4) 4Y(7-4) 413! (4-3-2:1)-(3-2-1) 3-2

Viktor och Anton dter vingummi. Efter det att Viktor tagit
en handfull finns det kvar 12 r6da, 7 grona och 9 gula godisbitar.
Anton bestammer sig for att ta 5 stycken.

a) Pa hur manga sitt kan dessa 5 viljas?

b) Pa hur méanga sétt kan valet ske s& att Anton far
3 roda och 2 grona?

¢) Hur stor dr sannolikheten att Anton far
3 roda och 2 gréna godisbitar?

1.3 KOMBINATORIK




LOSNING

Alla val dr oberoende av ordning eftersom det bara ar vilka fem som
valts som &r av intresse.

a) Totalt finns 12 + 7 + 9 = 28 bitar.
Antalet sétt att valja 5 ar (258) =98280

b) Attvalja 3 roda bland 12 kan ske pa ( 5 ) satt. For vart och ett av
dessa sitt finns det (2) sdtt att vélja 2 grona bland 7.

2
Enligt multiplikationsprincipen finns det ( )(2) =4620
sitt att vdlja 3 r6da och 2 grona bitar.

28
c) Antalet satt att vdlja 5 bitar godis bland totalt 28 ar ( 5 )= 98 280.

Att vilja 3 roda och 2 grona kan ske pa

12\ (7
e =220-21=4620 satt.
3 2 [12

7
> 2 4620 0,047 = 4,7 %
. . - - ~0,047=4,7%
Sannolikheten att vélja detta ar (28] 98 230

5

I en skal ligger 10 kulor méarkta med siffrorna 0 till 9. Du plockar slump-
massigt upp 3 kulor. Hur stor ér sannolikheten att du plockar upp

a) kulorna 1, 2 och 5 i denna ordning?

b) kulorna 1, 2 och 5, utan att ordningen spelar nagon roll?
LOSNING

a) Du kan plocka kulorna péa 10 - 9 - 8 sitt. Sannolikheten blir

1 1
=—=0,14%
10-9-8 720

= =120 satt.
3

10) 10! 10-9-8
b) Tre kulor kan viljas ut ur 10 pa = =
3.7t 3.2

1
likh lir — = 0,83 %.
Sannolikheten blir 20 0,83 %
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1329

1330

1331

1332

1333

1334

1335

1336

Berdkna utan rédknare

6 10 10
2 3 2 9 8
Berdkna (giarna med raknare)

16 15 15

3 4 11
Berdkna pa hur ménga sitt man kan valja

ut 9 element bland 15 om ordningen ar
oviktig.

Tre klassrepresentanter ska viljas ur en
klass med 28 elever. Pa hur méanga sitt
kan detta ske

a) om ordningen inte ar viktig?

b) om ordningen ar viktig?
Vad ska h vara om F inte dr 3, men

) 12 12 b) 7 7
Y 3)7n 3)7\n
Berikna utan raknare

) 100 b) 10
a

2 6

Pa hur ménga sdtt kan man, utan att ta
hénsyn till ordningen, vilja ut 10 personer
ur en grupp pa 10 personer?
Hur motiverar detta att 0! = 12
fotbollslag med 11 spelare och skall
vilja ut 3 spelare som skall spela i
landslaget. Han vill rdkna ut pa hur manga
sitt detta kan ske och fragar sin assistent
Tord som resonerar pa foljande sitt.

Sven-GoOran ar tranare for ett

“Forsta spelaren kan vivilja pd 11 sdtt,
andra pd 10 sdtt och tredje pa 9 sitt.
Det blir alltsd 11 - 10 - 9 = 990 mdjligheter”

Resonerar Tord ritt? Motivera!

1.3 KOMBINATORIK

1337

1338

1339

1340

1341

1342

1343

Hur stor ar sannolikheten att ur en kortlek
med 52 kort vilja ut

a) tvaess?
b) tva hjarter?

I en kulpése finns 8 réda, 7 bla och
10 gula kulor. Hur stor dr sannolikheten
att fa

a) en kula av varje firg om man tar
3 kulor?

b) ingen bla kula om man tar 4 kulor?

I en klass finns 12 flickor och 18 pojkar.
Om man slumpvis véljer fem elever, hur
stor ar sannolikheten att alla ér flickor?

P4 en plantskola finns fem olika sorters
appeltrad, 100 st av varje slag. Vad ar
sannolikheten att jag far samma dppelsort
om jag tar slumpvis fem trad?

Hur ménga delméingder med 2 element
har mingden {1, 2, 3, 4, 5, 6}?

P& hur ménga sétt kan en stryktipsrad se
ut om den skall besta av 5 ettor, 3 kryss
och 5 tvaor?

Snickaren Felicia har fatt ett jobb dar

hon skall lagga ut 15 klinkerplattor i ett
badrum. Plattorna skall ligga i 3 rader
med 5 plattor i varje rad. Hon har tillgang
till ett lager dér ett stort antal plattor,
jamnt fordelat pa tre olika farger, ligger
huller om buller.

Kunden vill att det skall finnas exakt
5 plattor av varje farg i badrummet.

Hur stor 4r sannolikheten att det blir s&
om hon helt slumpmadssigt véljer
15 plattor ur lagret?



Binomialsatsen

Kombinatorik kan faktiskt ocksé vara anvandbart ndr man sysslar med
binom. Binom &r uttryck pa formen (a + b)" for olika positiva heltal n.

Enligt kvadreringregeln giller att (a + b)’=a’+2-a- b+ b
Koefhicienterna i det utvecklade binomet ar 1, 2 och 1.

Om du utvecklar (a + b)’ fardu (a+ b)’=a’+3-a>-b+3-a-b’ + 1.
Koeflicienterna i det utvecklade binomet ar alltsé 1, 3, 3 och 1.

Kanske minns du att man kan anvénda Pascals triangel (nedan)
for att fa fram binomialkoefficienterna?

Observera monstret som gor det ldtt att fa fram en ny rad utifran
foregaende.

0 1

1 1 1 . W
2 1 2 1 36“4:1043
3 1 3 /,G/ R L
4 1 4 Y 1 //’/
5 1 5 10 | 10 3,5/// 1

I rad 2 hittar du koefficienter for (a + b)* och i rad 3 koeflicienterna for
(a + b)’. Med hjilp av Pascals triangel kan vi snabbt utveckla (a + b)":

(a+b) =1a* + 4a’b + 64°Y* + 4ab’ + 1b*
Kontrollera girna genom att utféra parentesmultiplikation.

Har detta ndgonting med kombinatorik att géra? Det verkar sé. Titta pa
(a + b)*. Koefficienterna i det utvecklade binomet 4r 1, 2 och 1, dvs talen

=—=1, =2 och =1.
0) o!-2! 1 2

Koefficienterna till utvecklingen av (a + b)’ r

[ () () oo )

Och for (a + b)*

HRSARS
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Pascals triangel kan alltsd dven se ut pd detta sitt:

(o]
) ()
ol G (3]
) G (5
FI I R Y I G I Y
) G G G G (3

Vi ska forsoka forsta detta ssmmantriffande genom att med ett
kombinatoriskt resonemang utveckla

(a+b)'=(a+b)-(a+b)-(a+b)-(a+b).

De termer som uppstar ar a’, a’ - b, a’ - b°, a - b’ och b".
[ ab’-termen samlas multiplikationer med 3 st b valda ur 4 parenteser.

4
Detta kan goras pa (3) =4 sitt. Koefficienten blir alltsa 4.
4 2 o . s . 4
a” kan erhallas péa bara 1 sitt, 0 st b ska viljas i parenteserna, ol= 1.
3 2 2 4 . 2 2 o 4 .
a’ - b kan erhéllas pa L= 4 satt,a - b°pa 5= 6 satt

4
och b pa (O) =1 sitt.

Resonemangen kan foras for alla potenser av binom, dir potensen &r ett
positivt heltal.

. SATS: Binomialsatsen

@+b)"=

=|Ma+" &b+ " |a 2| T @ | T |B
0 1 2 k n

1.3 KOMBINATORIK



1344

1345

1346

LOSNING

Bestdm de forsta termerna vid utvecklingen av (a + b).
De tre forsta termerna innehaller @, a*b och a’b*
3 . 5 .. 5
Koefficienten till a’-termen ar i =1l
. . 4 5
Koefhicienten till a*b-termen: Q =15

5
Koefficienten till a*b-termen: (0) =10

SVAR: De tre forsta termerna ir a° + 5a*b + 10a’b

[

LOSNING

15
Koefficienten blir ( : ) =5005.

Bestdm koefficienten till x’y"-termen i utvecklingen av (x + y)*.

15
Enligt binomialsatsen dr denna term ( . ng y°.

Detta kan tolkas som att vi véljer ut 6 st y bland 15 parenteser.

Femte raden i Pascals triangel ar
1 5 10 10 5 1
Skriv ndsta rad.

Ange de tre forsta termerna i utvecklingen
av (a + b)’.

Bestim koefficienten till x’y’-termen i
utvecklingen av (x + y)".

1347

1348

1349

Utveckla med binomialsatsen
a) (1+x)° b) (1+x)

Utveckla (2x + 3y)’ med binomialsatsen.

Utveckla
a) (a-b b) (p-29)

LEDNING: Skrivom som (a + (-b))* forst.
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1350 Ge en kombinatorisk forklaring -

n n
till sambandet (k) = (n 3 k] tex
10 10 13 13
= eller = .

1351

1352

Anvind sambandet i forra uppgiften for
att utan raknare berdkna
100
o
()

16 14
) )

6 6 7
Visaatt( )+( )=( J.Vadhardetatt
3 4 4

gora med Pascals tringel?

1353

1354

1355

1356

1357

Vilken koefficient har x'’-termen i
utvecklingen av (2x + 5x°)"?

Bestam den term som inte innehéaller

2 9
néagot x vid utvecklingen av (sz - —) .
x

Om du summerar talen i fjarde raden
(n = 4) i Pascals triangel far du
1+3+3+1=8.

Stall upp ett uttryck for summan i rad .

Skriv med hilp av binomialsatsen (2 + 7)°
pé formen a + bi.

Visa at (0)(1)(2)()2

forallane N.




Binomialfordelning

Vi kan dven anvinda ett kombinatoriskt resonemang pa problem som vi
tidigare 16st med traddiagram.

Bestam sannolikheten att vid tre kast med ett skevt mynt fa

a) klave vid exakt ett kast
b) fa hogst tvé klave.

Det skeva myntet ger klave med 60 % sannolikhet.

LOSNING
3
a) Attvalja ut 1 kast bland 3 som ska ge klave kan ske pa (1) satt.

Sannolikheten for ett av dessa val 4r 0,6 - 0,4°. Sannolikheten f6r
klave vid ett kast dr

3 1 2
|06 0,47 =0,288 =288 %.

b) Hogst tva klave har komplementhdndelsen tre klave. Tre klave kan
3
viljas pé ett enda sitt eller ( J satt. Sannolikheten for tre klave
3
ar (3) -0,6-0,4° =0,216. Sannolikheten for hogst 2 klave ir

1-0,216 = 0,784 = 78,4 %.

Att ett forsok dr binomialfordelat innebir att det finns tva mojligheter,
“lyckade” och “misslyckade”. Sannolikheten for att forsoket lyckas
betecknas med p. D4 dr sannolikheten for att férsoket misslyckas (1 - p).

@ sATs: Binomialférdetning

Om forsoket upprepas n ganger ar sannolikheten
for att det ska lyckas r gdnger

["] p (1-p)""
-
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1359

1360

1361

I ett sannolikhetsforsok kastas tre
symmetriska tdrningar. Hur stor ar
sannolikheten att

a) alla tre tdrningarna visar 6?
b) ingen av tdrningarna visar 6?
¢) minst en av tdrningarna visar 6?

d) enav tirningarna visar 62

En skytt traffar mitt i prick med sanno-
likheten 0,85. Han skjuter tre skott i foljd.
Hur stor dr sannolikheten att

a) alla tre skotten traffar mitt i prick?
b) exakt tva av skotten traffar mitt

i prick?
¢) minst ett av skotten traffar mitt

i prick?

Persikotridd anses ha 90 % chans att
Overleva vintern i Skéne. Fru Jakobsson
planterar fem persikotrad. Hur stor ar
sannolikheten att

a) tre trad overlever?

b) minst fyra trad Gverlever?

Hur stor dr sannolikheten att fa

a) exakt tre ettor vid 10 kast med
tdrning?

b) hogst tre ettor vid 10 kast med
tdrning?

¢) atminstone en etta vid 10 kast med
tdrning?

1.3 KOMBINATORIK

1362

1363 Berakna

1364

1365

P4 ett prov finns 10 fragor med tre
svarsalternativ. Filip, som inte har
pluggat till provet, chansar pa samtliga
tio fragor. Lararen presenterar f6ljande
betygsgranser:

F: 0-3p

E:4-5p

C:6-8p

A:9-10p

a) Hur stor ar chansen att Filip har
precis 4 ratt?

b) Hur stor ar chansen att Filip far ett E?

¢) Hur stor ar chansen att Filip far ett A?

.=
HIBEORNIBEOR
LI E-CH©)

och ge en kombinatorisk forklaring till
resultatet.

En enkrona kastas 8 ganger.

a) Visa att sannolikheten att fa klave
8
k gdnger ar (k)O,S8 .

b) Berikna sannolikheten att fa klave
5 ganger.

a) Formulera ett problem som
kan 16sas med berdkningen

100! (1)” (1)”
500.500 \2) \2
b) Visa att

100! (1)” (1)”
50500 \2) \2) ~

99
100

[ YRS

13
2 4



Spela Yatzy

P4 de flesta raknare finns en funktion for att simulera binomialfordelning.
Den heter ofta randbin.

Nedan ser vi hur en simulering av tdrningskast kan se ut.

Vi tinker oss att vi kastar 5 tarningar. Sannolikheten for sexa dr 1/ 6

och forsoket upprepas 7 ggr. Rdknaren returnerar antalet sexor i varje forsok.
Vi lagger talen i en lista och ritar ett histogram.

Dir syns fordelningen tydligt.

STAT PLOTS P1:L1
randBin (5, 1/6, 7) 1: Plot1...0n
dimer ™ o
{2031210} 2: Plot2...0ff
Ans L LT L2
>L 3: Plot3...0ff
{2031210} SR min=0
4 ¥ PlotsOff max <1 n=2

Histogrammet ger oss:

Andel som gav noll sexor: 2/7 = 0,29
Andel som gav en sexa: 2/ 7 = 0,29
Andel som gav tvé sexor: 2/ 7 = 0,29

Andel som gav tre sexor: 1/7 = 0,14

I tabellen dr denna simulering inford.

e
i 5 kast sannolikhet
0 0,29

1 0,29

2 0,29
3 0,14
4 0

5 0

o GOr nu motsvarande forsok for ett storre virde pa antalet forsok n
och fyll i tabellen.

o Berikna teoretiskt sannolikheterna och for in i tabellen.

o Jamfor de teoretiskt beraknade viardena med de simulerade.
Diskutera resultatet.
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1.4 GRAFTEORI

Inledande exempel

Figuren nedan visar fem orter A, B, C, D och E och vagforbindelserna
mellan dessa orter. Vi ser t ex att det gar en vag fran A till B men om man
vill fardas fran A till D maste man aka over B eller C.

Om man vill firdas frdn A till E maste man aka 6ver D.

m

>

Istéllet for vagforbindelser kan figuren t ex illustrera tagforbindelser
eller ett system av ledningar mellan orterna.

Figuren visar en graf med fem noder A, B, C, D och E och fem kanter AB,
AC, BD, CD och DE.

Figuren nedan visar en vig fran startpunkten A till slutpunkten E.
Vigen gar forst fran A till C, sedan fran C till D och till sist frén D till E.

>

Vag ACDE fran AtillLE

1.4 GRAFTEORI



Figuren nedan visar en cykel. Den gar fran A till C, fran C till D,
fran D till B och till sist frdn B tillbaka till A. T en cykel &r slutpunkten
lika med startpunkten.

B
E
D
C
A

Cykel ACDBA

Figuren nedan visar en graf med 4 noder, A, B, C och D och 7 kanter.
Observera att det i denna graf finns 2 kanter mellan A och B
och mellan A och D.

N

Vi ser att i grafen ovan sé utgar tre kanter fran exempelvis nod C
och fem kanter frén nod A. Vi sdger att nod C har graden 3
och nod A graden 5.

@ DEFINITION: Graden hos en nod

Graden hos en nod ar lika med antalet kanter
som utgar frén noden.
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1401

a) Hur manga kanter respektive noder har foljande graf?

E D

©

b) Ange graden hos nod B.
©) Ange en cykel i grafen.

LOSNING

a) Grafen har fem noder och fem kanter.
b) Graden hos nod B ar 3.

¢) TexBCAB
\ J

Hur manga noder respektive kanter har 1402 Rita en graf med
foljande grafer? a) tre noder och tre kanter.
a) b) fyra noder och tre kanter.

¢) fem noder och sex kanter.

1403  Ange graden for respektive nod i grafen.
b) A D
C

0 B E
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1404  Markera en cykel i foljande grafer:

a)

B
E D c

A

b) D

E c
A B
1405 Pa vilket sitt dr foljande grafer -
lika?

1406 Kan du hitta en cykel i respektive graf som
innehaller alla kanter precis en gang?

a)

1407 Kan du hitta en vdg som passerar varje
nod i grafen nedan precis en gang?
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Eulervagar och Hamiltonvagar

1.4 GRAFTEORI

I grafen till hoger dr en vdg markerad.
Det speciella med vigen ér att den
passerar alla grafens noder exakt en géng.
En sddan vag kallas f6r en Hamiltonvig,
efter den irlindske astronomen och
matematikern William Rowan

Hamilton (1805-1865).

Det ér inte alla grafer som har en Hamiltonvég.
Du kan till exempel inte hitta en Hamiltonvag
till f6ljande graf.

@ DEFINITION: Hamiltonvig

En Hamiltonvag
* passerar (gar genom) varje nod i grafen
* passerar inte ndgon nod mer &n en gang.

Figuren till hoger visar en graf med 20 noder
och 30 kanter. Den markerade vigen

startar i nod A, passerar gradens alla

noder och slutar i nod A.

Vigen dr alltsd en Hamiltoncykel.

Hamilton presenterade sitt problem som

ett spel som han sélde till en leksakstillverkare.

Spelet tillverkades i trd och de 20 hornen fick namn

efter kinda stidder och kanterna i grafen representerade forbindelser
mellan staderna. Spelets syfte var att anvdnda forbindelserna mellan
staderna till att besoka varje stad exakt en gang pa en resa som borjar
och slutar i samma stad.

I Konigsberg (numera Kaliningrad) fanns sju broar som férband tvé dar
med varandra och fastlandet. Leonhard Euler (1707-1783) fragade sig ifall
det gar att gora en promenad sa att man passerar varje bro exakt en gang?
Promenaden ska starta och sluta p&d samma plats.



Vi kan gora en matematisk modell av problemet
i form av en graf ddr hornen A, B, C och D
motsvarar 6ar och fastland i den vre figuren. A

B
Kanterna som sammanbinder hornen i grafen \/
D

C

motsvarar Konigsbergs sju broar.

Eulers problem kan formuleras s& har.

Kan man hitta en cykel i grafen som passerar varje kant endast en gang.
En sadan cykel kallar vi f6r en Eulercykel. Om vi tar bort kravet pa att
vagen ska starta och sluta i samma nod, har vi en Eulervig.

@ DEFINITION: Eulervig

En Eulervag
e passerar varje kant i grafen
» passerar inte ndgon kant mer in en gang.

Euler visade att det inte finns nagon Eulercykel i den graf som svarar
mot problemet med Konigsbergs broar. Enkelt uttryckt kan man sdga att
han visade att det inte gar att rita grafen utan att lyfta pennan, om man
vill rita alla kanter exakt en gang och bérja och sluta i samma horn.
Detta I6ser problemet med Kénigsbergs broar.

Studera foljande graf.

a) Markera en Hamiltonvdg. b) Markera en Eulercykel.

LOSNING
a) b)

VAV
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1408  Finn en Hamiltoncykel i grafen

2 A B
X
D c
b) B o
A®D
F E

1409 Finn en Eulercykel i grafen

a) F

A
D E

B C

b)

A B C

G & ® H
F E D

1.4 GRAFTEORI

1410  Se grafen nedan.

Har den en
E D
@
A B C

a) Hamiltoncykel?
b) Eulercykel?

¢) Eulervig?

1411 Ett trid ér en graf dér alla noder 4r
sammanbundna, men som inte innehéller
nagon cykel. En nod i tridet kallas [6v om
noden har graden 1.

a) Tabort kanter i grafen sa att den blir
till ett trad.

b) Hur manga I6v har ditt trad?
Kan du fa till trad med 2, 3,4, 5
respektive 6 16v?

¢) Vilka av graferna i b innehaller en
Hamiltonvig?

1412 Cecilia pastar att det endast gar -

att hitta en Eulercykel till en graf
ifall alla noder i grafen har en jamn grad.
Verkar det stimma?



Den handelsresandes problem

Hér kommer ett valkint problem inom grafteorin!

En handelsresande ska besoka ett visst antal stader.

Vi antar att den handelsresande bor i A och ska besoka
staderna B, C och D och slutligen ska tillbaka till A.

» Hur ménga olika fardvégar ar mojliga for den handelsresande?

» Hur manga olika fardvagar 4r méjliga for den handelsresande
om man bortser frin fardriktningen?

Ett sdtt att ta reda pd den vag som &r kortast ar ndrmaste granne metoden.
Den innebdr att man alltid reser till den stad som &ar ndrmast av

de stdder man dnnu ej besokt. (Det dr dock inte helt sikert att detta

ger den kortaste resvagen)

« Vilken &r den kortaste resvigen och hur lang dr den?

« Vilken &r den ldngsta resvigen och hur lang dr den?
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Fakultet

Permutation

Kombination

Binomialsatsen

Binomialfordelning

Grafer

nl=n-(n-1)-n-2)...-1

n!
(n—r)!

Att plocka ut och arrangera r element ur n element kan goéras pa
satt.

n n!
Att plocka ut r element ur #n element kan goras pa (r) T -1 satt.

n n n h n—1 n n-212 h n—kp k h n
(a+b)" = a'+ a” b+ a” bt +-+ a”"tbt ++ b
0 1 2 k n

Om forsoket upprepas n ganger ar sannolikheten for att det ska lyckas

r ganger (j)pr(l -p).

En graf bestar av noder och kanter.

En cykel som passerar varje kant en, och endast en gang, kallas
Hamiltoncykel.

En cykel som passerar varje nod en, och endast en gang, kallas Eulercykel.




#

Vilka av foljande pastaenden ér
sanna?

a) RcC
b) 5+3ie R
¢ 1eC
d {1,i}cC

For de fyra méngderna A, B, C och D
giller:

Cc(AnB)
DcB
A och D ir disjunkta.

Rita venndiagram som illustrerar
miéngderna.

For de fyra sista siffrorna i personnumret
giller att de tva forsta viljs slumpmassigt.
Den tredje siffran viljs slumpmassigt
bland jdmna siffror fér kvinnor och udda
siffror for min. Den fjarde siffran ar en
kontrollsiffra, som bestdms av dvriga
siffror i personnumret.

Hur méanga olika personnummer

ar mojliga for en kvinna f6dd den
26 mars 2013?

P4 hur ménga olika sitt kan du arrangera
5 olika bokstaver?

P4 hur ménga olika sitt kan du arrangera
4 personer ur en grupp pa 6 personer?

12
a) Beridkna ( 5 ) utan raknare.

b) Formulera ett problem dar
berdkningen ovan ger 16sningen.

I en skal ligger 5 kulor markta med
siffrorna 1-5. Du plockar slumpmissigt
ut 3 kulor (utan aterlaggning).

Vad ér sannolikheten att du plockar
kulorna markta med 1, 2, 3

a) precis i den ordningen?

b) om ordningen dr oviktig?

Givet 4r de tva miangderna A och B
diar A ={1,2,4,6,8,10} och
B=1{2,3,4,5,6,7, 12, 14}.

Bestam

a) AnB b) AUB

o|AUB|

Du singlar mynt med tre enkronor.
Vilken/vilka av berdkningarna nedan ger
sannolikheten for att exakt tva av mynten
visar klave?

1 3
a) 1—(5)




10

1"

Bestim koefficienten for x**-termen i
6
utvecklingen av (x* +2x’) .

Figuren visar tva grafer.
Vilka av pastdendena dr sanna?

a) Béda graferna har 7 noder.
b) Bada graferna innehaller tva noder
med graden 3.

¢) Ingen av graferna innehéller en
Eulervig.

d) Ingen av graferna innehéller en
Hamiltonvig.

12

13

14

15

16

Vilka av talen nedan ar element i
AN B, dar

A={n"ne NJochB={2" ne NJ]?

a) 16
b) 81
c) 4096
d) 10000

Bland 1 000 gymnasieelever som skrivit
de nationella proven i Matematik 2 (Ma2),
Matematik 3 (Ma3) och Matematik 4
(Ma4) klarade (med minst provbetyget E)
916 provet i Ma2. 830 klarade provet i
Ma3 och 802 provet Ma4. Dessutom
klarade 765 av eleverna proven i bade Ma2
och Ma3, 747 i bade Ma2 och Ma4 och
736 i bade Ma3 och Ma4. 686 av eleverna
klarade samtliga prov.

Hur ménga av de 1 000 eleverna klarade
inte nagot av proven?

Vanliga svenska registreringsskyltar
bestar av tre bokstéaver foljt av tre siffror.
Det finns 23 bokstéver och 10 siftror att
vilja mellan. Ingen registreringsskylt har
sifferkombinationen 000.

Hur ménga méjliga registreringsnummer

finns det?

Pa hur ménga sitt kan du ordna de
28 bokstdverna i alfabetet?

Pa hur ménga sitt kan du ordna 5 av de
28 bokstdverna i alfabetet?




17

18

19

20

I Lotto galler det att pricka in 7
nummer av 35, utan inbordes ordning.
Hur stor 4r sannolikheten att pricka in
alla 7 nummer?

Berdkna med hjélp av din rdknare
4\(12)(4Y
3N2)\1
52
5

Ange x'’-termen i utvecklingen av

1+ %)%

Det ér vinst pa var femte trisslott.

Hur stor dr sannolikheten att du vinner
pé exakt tre trisslotter om du képer

10 stycken?

21

I figuren ser du tre olika grafer, alla med
4 noder. Graf 1 har ingen kant, medan
graf 2 och 3 har 2 kanter vardera.

A C
° °
° °

B D

Graf 1

A C
) °

B D

Graf 2
A C
B D
Graf 3

Hur manga olika grafer kan skapas
utifran noderna A, B, C och D?




BLANDADE UPPGIFTER

1

Skriv foljande méngder pa listform:

a)
b)

o)
d)

miéngden av alla positiva heltalsfaktorer
till talet 12.

mingden av positiva heltal vars kvadrater
ir mindre dn 10.

{x: x dr ett jamnt tal och 0 < x < 3}

méngden av primtal som ligger i
intervallet 20 < x < 40.

Vilka av foljande utsagor ar sanna?

a)
b)
0)
d)

5¢€ {25}

5¢€ {5, 10, 15, 20, 25}

14 € {tal delbara med 3}
0cY

Du har en pase med kulor, fem réda, sju
blaa och fyra gula. Du tar en kula ur pasen.
Hur stor dr sannolikheten att

a)
b)

kulan ar bla?

att kulan r rod eller gul?

Ilustrera foljande mangder i venndiagram

a)

b)

©)

A = {ménniskor}
B = {kvinnor}

C = {svenskar}

A = {heltal}
B = {jamna heltal}
C = {heltal delbara med 6}

A = {fyrhorningar}

B = {parallellogrammer}
C = {romber}

D = {kvadrater}

10

P4 hur ménga sitt kan en tiokrona, en
femkrona, en krona och en femtiooring
placeras pa en rad?

Hela grundmangden ér {1, 2, 3, 4, ...10},
A=1{1,2,3,4,5},B=1{2,3,5,7} och
C=1{5,6,7,8}. Ange

a) CAn(CB

b) C(AnC)

¢ (AuB)NnC

d ANnB)NC

&) AnC)uU(CANB)
f) AuC)n(AUB)

I en klass med 30 elever spelar 24 golf och
9 fotboll. Alla i klassen utévar minst en av
sporterna. Hur manga utévar bada?

Pa hur ménga sdtt kan man sdtta ssmman
en grupp med tva flickor och tva pojkar
ur en klass som bestar av 18 flickor och
12 pojkar?

En affdr har 40 stolar till forséljning.
16 ar av skinn, 20 har armstod och
12 siljs med tillhorande fotpall.

4 har alla tre egenskaperna,

8 har armstod och ar av skinn,

7 ar av skinn och séljs med fotpall,
4 har armstod och siljs med fotpall.

Hur ménga av stolarna saknar alla dessa
tre egenskaper?

Utveckla (a + b)"* med hjilp av Pascals
triangel.

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



1"

12

13

14

15

16

17

18

Ett bokstavslas med 10 bokstaver &r sa
konstruerat att det kan 6ppnas om man
trycker pa fyra av bokstiverna i rétt ordning.
Hur ménga sadana las kan konstrueras?

Rita en graf med 5 noder A, B, C,D och E
och minst 6 kanter. Grafen ska innehélla en
cykel ABCA.

Hur manga olika permutationer kan man
gora av bokstéverna

a) LETA?
b) LATA?

Varfor slutar alla fakulteter storre dn 4!
pé talet 0?

Du kommer till en fest med 10 personer.
Alla personer skakar hand med varandra.
Hur ménga handskakningar blir det?

I en fotbollsserie spelar 10 lag.

Varje lag spelar tva matcher mot varje
annat lag, ndmligen en bortamatch och en
hemmamatch. Hur manga matcher spelas
totalt i serien?

Varfor ér alla fakulteter utom 1! jamna tal?

Hur manga olika promenader finns det fran
A till Bi grafen i figuren s att promenaden
gar hogst 1 gang genom varje horn?

>

BLANDADE UPPGIFTER

19

20

21

22

23

Féljande figurer visar planen pa hus dér
dorrarna dr markerade.

a) Visa att det i bada husen gar att ta en
promenad som passerar varje dorr exakt
en gang.

b) Kan denna promenad boérja och sluta pé
samma stélle?

I B
L /1 7 |

| |
EW
] 1]

Bestam termen som inte innehaller x vid

1 9
utvecklingen av (x2 - —) :
x

Hur stor ar sannolikheten att det i en grupp
pé 30 personer finns minst tvd som har
samma fodelsedag?

17 16 16
Visa att = + genom att
6 5 6
n
anvinda definitionen for ( k) .
Hur stor méste en grupp vara for att sanno-

likheten att minst tva har samma fodelsedag
overstiger 50 %?



24 Det antal kanter som utgér fran ett horn i en
graf kallas hornets gradtal. I figuren har A
och B gradtal 2, C gradtal 3 och D gradtal 1.

c

B

a) Titta pa nagra av graferna som vi studerat
i detta kapitel. Vad kan du sdga om
summan av hornens gradtal i var och en
av dessa grafer? (For grafen i figuren ovan
drsumman2+2+3+1=8))

b) Galler den observation som du eventuellt
gjort i uppgift a for alla grafer?

25 Tkortspelet bridge far varje deltagare 13 kort.
a) Hur stor ar sannolikheten att
fargfordelningen blir 10-1-1-1
(t ex 10 hjérter, 1 ruter, 1 spader och
1 klover)?

b) Hur stor ar sannolikheten for
fordelningen 5-5-3 - 0?

MANGDLARA OCH KOMBINATORIK



KAPITEL 1

1101

1102

1103

1104

1105

1106

1107
1108

1109
1110

Pastdendena b, c och d ar
sanna.

a) 2e N
b) e Q
¢ NcR
d) D N

Pastaendena a, c och d
ar sanna. (Alla kvadrater
ar aven rektanglar, sa
péstaende b ar falskt).

a) A={4,5,6,7,8,9,10, 11}
b) B=1{2,4,6,8, 10, 12, 14}
¢ C=

{2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23}

a)e beg o€

d)e e €

-1 och 0 ingér i bada
méngderna.

AochC

5 € N anger att talet 5 ar ett

element i mangden av de
naturliga talen. {5} = N anger
att méngden som endast
innehaller talet 5 &r en del-
méngd av de naturliga talen.

{x|x = 2" dar n > 0}

A=1{23,4},
B=1{2,4,6,8,10,...}.
Elementet 3 tillh6r mangden
A men inte mangden B. Alltsa
dr inte A en delméngd av B.

1M

1112

1113

1M14

1115

1116

117
1118

119

1120

Mingden av alla rationella
tal.

B={be R:b>25/4}
(Da saknar andragrads-

ekvationen reella losningar).

9o

O

‘)

T ex alla heltal n:
10 < n < 20.

Tex{l, 3, 5}

E

0@

EX: Miéngderna {1, 2, 3, 4}
och {5, 6, 7, 8} ir disjunkta
eftersom de inte innehéller
nagra gemensamma
element. Médngderna
{1,2,3,4} och {4, 6,7, 8}
ar inte disjunkta.

1121

1122

1123

1124

1125
1126

a) Nej
b) Arbetslosa mdn mellan
20 ar och 30 ar.

AUB=
={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}
ANB={2,4,6,8}

AUB={x:-3<x<3}
ANB={x:-1<x<1}

a)

b)

o

&y
o
X
@»

10 patienter
A€ ={x: x> 5}



1128

1129
1130

1131
1132
1133
1134

1135

a) {5,9}

b) {1,2,4,5,9 11, 13, 17, 21}
0 {1,2,4,5,9,7 11}

d) {2,5,9, 11}

5st

Elementen i A N B riknas
tva ganger i |A| +|B|.

a) A\B b) A\(BU C)
a,doche
20 %

5,6 %

Uppgiften loses med fordel
med ett venndiagram:

A: Personer med hogt
blodtryck

B: Personer som dricker
Rektangeln: personer som
varken har hogt blodtryck
eller dricker.

ab

768

Antal personer som bade
dricker och har hogt
blodtryck: 0,85 - 40 = 68.
Antal personer med hogt
blodtryck som inte dricker:
80 - 68 = 12.

Antal personer som dricker
och inte har hégt blodtryck:
1920 - 0,6 = 1152.

Antal personer som varken
har hogt blodtryck eller
dricker: 1920 - 1152 = 768
68/(1152 + 68) = 5,6 %

a) AUBAC  (AUBIAIAUC)

b) AnBuc  AABIUANC

1201

1202

1203

1204

1205

1206

1207

1208

1209
1210
121

1212

1213

1
— b)) = -
) 13 ) 2 52
1
— b)) —
) 100 ) 100
9
C) B
5 5 11
b)) = it
) 36 ) 12 2 12
5 11 25
d) = —n =
) 8 © 36 ) 36
3 1 7
B Z
a) s ) s <) s
a) 0,189  b) 0,973
11
6 b)) — —
a) ) <) "

a) 0,61  b) 0,33

<) 0,997

Nej. Eftersom nagra
kort (bl a hjérter) redan
ar bortplockade ur
leken ér sannolikheten
109
47 46
a) 0,09 b) 0,91 ¢ 0,05

>

a) 0,02 b) 0,98 ¢) 0,017
0,6

Sannolikheten for att det
skall handa minst en gang
om forsoket gors N ganger

1 N
kan skrivas (—) .
N

1 N
Med (1 - —) beraknar
N

vi sannolikheten for
komplementhéndelsen.

I ett traiddiagram utgors
handelsen av tre olika
grenar med faktorerna

1, 2 och 45 i téljaren och
47, 46 och 45 i namnaren.
Sannolikheten beraknas till

2 1
3.——=0,28%.
47 46

1214

1301
1302
1303
1304
1305

1306

1307

1308

1309

1310
131

1312

1313
1314

1315
1316
1317
1318
1319
1320
1321

1322

100 100
Det star alltsd nastan sakert

samma nummer pa tva
lappar. Prova i din klass
och se om det staimmer.

60

313=1594323

731 161 600 kombinationer
12

4+4-34+4-3-2+
+4.3.-2-1=64

3.2-1-3-2-1=36
kombinationer
57=78125
8-9°
——— =0,47
9-10
a) 5040  b) 840
©) 1320 d) 15438000
6! =720 satt
Provning ger att alla n > 10

ger n! >1 000 000.

8! 40320
¢j. —=——=1680,
41 24

(§)=2-2
4
52!

a) 336 b) 12
¢ 120 d)6

1 816 214 400
24 sitt
5040

1 814 400
a) 360

n=4

b) 24

For alla n > 4 innehaller n!
produkten5-4-3-2-1
med bade 2 och 5 som
faktorer.

b.Texédr7!=7-6!



1323

1324
1325

1326
1327
1328
1329
1330

1331
1332
1333
1334
1335

1336

!
i/2=10
3!

1/24

T ex:

A: P& hur manga sétt kan du
placera sex olika personer

i en ko?

B: P4 hur manga sitt kan

du vilja ut 3 personer till

en styrelse (ordférande,
sekreterare och kassor) om
du viljer ur en grupp pa

6 personer?

C: Du skall lotta ut tre bio-
biljetter till ett handbollslag
med sex spelare. P4 hur
manga sitt kan detta ske om
en spelare kan vinna flera
biljetter?

8! =403 020
60

Ja, om man definierar 0! = 1.

a) 20 b) 45 ¢) 45

a) 560 b) 1365

<) 1365

5005

a) 3276  a) 19656

a) 9 b) 4

a) 4950  b) 210

10 personer kan uppenbart

viljas pa 1 sdtt ur en
grupp pé 10 personer.
Det kan dven skrivas som

10 10!
=——— . Om detta
10 10!-0!

uttryck ska bli 1, s& méste
or'=1.

Om det spelar roll i vilken
ordning du viljer ut de tre
spelarna sa skulle Tords
sétt vara korrekt. I detta fall
spelar det knappast nagon
roll. D4 borde han gjort sa

11 11!
har: =——=165.
3 318!

1337

1338
1339
1340

1341

1342

1343

1344
1345
1346
1347

1348
1349

1350

1351
1352

")

AL = 20,0045
52\ 221
2
b) 0,059
a) 0,243  b) 0,242
0,0056
0,0015

)
=10
2
13) (8
: =70072
5 3
0,053 (gynnsamma =

15) (10 (5

1D |=756756
5 ) 5) 15
méjliga = 315 = 14 348 907.)
1 6 15 20 15 6 1

a’ + 7a°b + 21a°b* + ...
220

a) 1+3x+3x2+x°
b) 1+ 5x+ 10x% + 10x° +
+5x* + x°

8x* + 36x% + 54xy* - 27y*

a) a'-4a’b + 6a*ba +
- 4ab® + b*
b) p* - 6p*q + 12pq* - 8¢°

13 13
= for nar
(o))

du viljer ut 10 element

av totalt 13 sa har du ju
indirekt valt ut de 3 som ar
kvar och om du viljer ut

3 element av 13 s& har du
ocksa "valt” de 10 som ar
kvar.

a) 120 b) 91 ¢) 100

Bada leden blir 35.
Elementen i rad 7 i Pascals
triangel kan fas fram
genom att summera de tva
ovanliggande elementen i
rad 6.

1353

1354
1355
1356
1357

1358

1359

1360
1361

1362

1363

8 7 3\!
5120 [(J(z;c) (5x°) =

=8-27-5-x" :5120x‘°]

7:e termen blir 672 000
2n—1

-117 + 44i

Anviand 2" = (1 + 1)" och

binomialsatsen.
1 125

—_ b ==
216 216
o

25
d —
216 72

a)

o

a) 0,61
) 0,997

b) 0,33

a) 7,29% b) 91,9 %

a) 155% b) 93,0%

c) 83,8%

(LTEHET

Resultatet blir 1. Det skulle
kunna vara berakningen
av sannolikheten att fa 0, 1,
2, eller 3 sexor vid tre kast
med en tirning. Det blir
givetvis 1.



1364

1365

8
a) p,= ( k)o,Sk(l—o,s)H =

8
=( )0,5"0,5“ =

8
- 0’5k+8—k — 0’58
[ips ()

b) 21,9 %

=

[e )

a) Anta att du singlar slant
100 ganger. Hur stor dr
chansen att du far krona
exakt 50 ganger?

1-3:7--97-99
2-4-6-8---98-100

brytut 50tvaor

1379799
T 20500

b)

_(1-2:3-7---97-99)(2-4-6-8---98-100) _

1401

1402

1403

1404

1405

2%.501-(2-4-6-8--98-100)

brytut 50tvor

~ 100! B
©2%.501.501.2%

100! (1)5‘) (1)”
501501 (2 2
a) 5 noder, 6 kanter

b) 4 noder, 5 kanter
¢) 3 noder, 6 kanter

a)v b)
"X

D och E har graden 1. A och
B graden 2 och C graden 4.

a) Tex CABC
b) T ex DBCD, eller
BAEDB

Graferna har lika manga
noder och kanter.
Dessutom kan kanterna
och noderna paras ihop,
sa att motsvarande noder
forbinds med motsvarande
kanter. (Graferna sigs vara
isomorfa.)

1406

1407

1408

1409

1410

1411

1412

a) Ja, tex

Ja, tex

a) T ex ADECB.
b) T ex ABCDEGFA.

a) T ex ABCDEFD.
b) T ex ABGEHBCDEFA.

a) Nej. Anta att A dr start-
och slutpunkt. D& méste
B passeras 2 ginger.

b) Nej. AB méste passeras
2 ganger.

a) Tex

<

=
=

AN
Z.

ki
30

¢) Endast tradet med tva
16v.

Det kan visas att detta ar ett
nodvindigt och tillrackligt
villkor for att hitta en
Eulercykel. Beviset ingar
dock inte i denna kurs.

TEST1
1 a,cochdirsanna.
2 Tex
3 500
4 51=120
5  6!/(6-4)! =360
12 12!
6 ) ==
5 5!.71
_12:11:10:9-8
5-4-3.-2
=11-9-8=11-72=
=720+72=792
b) Ex: Hur manga olika
delméngder med fem
element finns i en mangd
med 12 element?
1 1
7 a —=—
5-4-3 60
1 31.21 2 1
b) _——— = — = —
5 5! 5-4 10
3
8 a) {2,4,6}
b) {1,2,3,4,5,6,78,10, 12, 14}
o 11
9 cochd
10 60, |[*](x) (2x) =
{3
! .
_L 4. x8x° _£.4.xl4 =
412! 2
= 6Ox14]
11 a,boch cérsanna.
12 aochc
13 14 elever
14 23°.10°-23*=12154833
15 Pa28! = 3,05 10% sitt.
. 28! ..
16 Pa =11793600 sitt.
(28-5)!
1 1
17 ==

(35) " 6724520
7



18

19

20

21

iz0,0016
54145

()
()
(O ((5)-e

BLANDADE UPPGIFTER

1

10

a) {2,3,4,6}

b) {1, 2, 3}

o {2

d) {23, 29, 31, 37}

a) falsk b) sann
¢) falsk d) falsk

24 satt

a) {6,8,9,10}

b) {1,2,3,4,6,78,9, 10}
o) {5,7}

d) {5

e) 15,7}

f) {2,3,5,6,7 8}

3
10 098
7

a'® + 10a’°b + 45a°b* +

+ 12047 b* + 210a°b* +
+252a°b° + 210a*b® +

+ 120a%07 + 45a*b® + 10ab’ +
+ b'°

11
12

13
14

15
16
17
18
19

20
21

22

23
24

25

5040
T ex
D
B C
A
a) 24 b) 12

De innehaller savil faktorn
2 som 5.

45 handskakningar
920
De innehaller alla faktorn 2.

8

a) Konstruera grafer (exempel
nedan). Problemet
reduceras da till att hitta
Eulerviagar.

b) Jaivinstra, och nejihogra
huset.

84
71 %
16) (16) 16! 16!
+ |==——+ =
5) (6) 51 elo
_ 616! 11-16!
6-5!11! 6!10!-11

17160 (17
el |6

23 personer

a) Summan ér alltid ett jamnt
tal.
b) Ja.

a) 4,0-10° b) 0,009

KAPITEL 2

2101
2102
2103

2104
2105

2106

2107

2108

2109
2110

2111

2112

2113

aochc
b

2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,
29,31, 37,41, 43, 47, 53, 59,
61,67,71,73,79, 83, 89, 97

5,17, 41

a) 22.7
Q) 2.3.5

a) 21 -242 ar delbart med
7, eftersom 21 ar delbart
med 7.

b) 35+ 77 ar delbart med
7, eftersom 35 och 77 ar
delbara med 7.

c) 14-62+ 15- 63 ar del-
bart med 7, eftersom 14
och 63 ar delbara med 7.

b) 22.3?

a) 11 -288 ar delbart med
9, eftersom 288 (med
siffersumman 18) ar
delbart med 9.

b) 999 + 181 881 ar delbart
med 9, eftersom 999 och
181 881 ar delbara med 9.

c) 5-81+ 8351 dr delbart
med 9, eftersom 81 och
351 ar delbara med 9.

a) 2-32.5.7
b) 2°.5.7-11
c) 131

Endast C

a) 27-3%.11
b) 23.3*.5.13
) 3.5.17

a) 2°-3  b)2¢-3.5
) 28.3t.52.7.11

Alla naturliga tal som &r
delbara med 3.

n’—n _n(n+1)(n-1)

3 3
Talenn -1, nellern+1
ar konsekutiva tal. Nagot
av dessa maste alltsa vara
delbart med 3. Detta
medfor att resultatet blir ett
heltal.
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